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正则化超限学习机的最大分划

广义交替方向乘子法

侯秀聪，赖晓平，曹九稳
（杭州电子科技大学人工智能研究院，浙江杭州 ３１００１８）

　　摘　要：　借助交替方向乘子法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ），将多变量正则化最小二乘拟
合问题，分解为多个可并行执行的标量优化问题，并引入可调步长因子加速算法，得到一个高度并行的最大分划广义

ＡＤＭＭ算法，并应用于正则化超限学习机．建立了算法的收敛条件，分析了算法的计算复杂度，通过基准现实数据集
实验与新近文献方法———最大分划松弛 ＡＤＭＭ进行了收敛率比较．在 ＧＰＵ并行加速实验中，基于最大分划广义
ＡＤＭＭ的正则化超限学习机获得的大ＧＰＵ加速比，表明了该算法的高度并行性．
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１　引言
　　用于单隐层前馈神经网络（ＳｉｎｇｌｅＨｉｄｄｅｎＬａｙｅｒ
ＦｅｅｄｆｏｒｗａｒｄＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ，ＳＬＦＮ）训练的超限学习机
（ＥｘｔｒｅｍｅＬｅａｒｎｉｎｇＭａｃｈｉｎｅ，ＥＬＭ）［１，２］，以其快速的学习
能力而受到研究者的广泛关注，并在各类工业领域中

得到广泛应用［３～６］．正则化 ＥＬＭ （ＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＥＬＭ，
ＲＥＬＭ）是为提高泛化能力提出的一个 ＥＬＭ扩展，它将
输出权矩阵的Ｆ范数加到原始 ＥＬＭ的目标函数中，不

仅最小化训练误差平方和，而且最小化输出权系数平

方和［２］．学习速度快是 ＥＬＭ的一个重要特性．然而，数
据体量和维度的不断增大，ＥＬＭ仍面临计算量和存储
量过大的挑战，并行／分布式算法是解决这些挑战的一
条重要途径［７］．文献［８～１１］利用并行／分布式计算软／
硬件环境，对基于矩阵逆的ＥＬＭ进行并行化改造，提出
了并行／分布式 ＥＬＭ算法．但基于矩阵逆的算法，可扩
展性不强，只适应于二次型学习．

交替方向乘子法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆ
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Ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）［１２，１３］，由于其优良并行结构和良好
收敛性能，已成功应用于信号处理和机器学习等领域

的凸优化问题［１４～２０］．文献［１８］将ＡＤＭＭ应用于最小二
乘拟合，提出 ＥＬＭ的最大分划 ＡＤＭＭ算法（Ｍａｘｉｍａｌｌｙ
ＳｐｌｉｔＡＤＭＭ，ＭＳＡＤＭＭ），每个迭代步对向量变量的更
新，都可按其标量分量独立进行，并行性很高；与松弛技

术结合得到的最大分划松弛ＡＤＭＭ（ＭａｘｉｍａｌｌｙＳｐｌｉｔａｎｄ
ＲｅｌａｘｅｄＡＤＭＭ，ＭＳＲＡＤＭＭ），提高了收敛速度．文献
［１９］将其推广到一般多分块情形，研究了收敛率与模
型分块数的关系，提高了根据可用计算资源选择合适

模型分块的灵活性．文献［２０］则推广到约束最小二乘
情形，得到具有高度并行和扩展性的二维有限脉冲响

应数字滤波器设计算法．
文献［１８］的ＭＳＲＡＤＭＭ中，将正则化最小二乘问

题的正则项合并到二次损失函数中，把问题转化成不

含正则项的最小二乘问题，未充分利用与 ＡＤＭＭ相适
应的模型结构，导致算法收敛变慢．另外，文献［１８］的
松弛技术，不能按原始机理推广到正则项不为零的情

况，需对其加速机制有更广义和合理的解释．
本文考虑基于 ＡＤＭＭ的 ＲＥＬＭ算法，但不像文献

［１８］那样把正则项合并到损失函数，而是将其作为与
损失函数平行的另一项目标函数来处理，在模型拟合

的 ＡＤＭＭ框架下［１２］，导出 ＭＳＡＤＭＭ．重点通过使
ＡＤＭＭ中ｘ更新的步长因子可调，得到ＭＳＡＤＭＭ的一
个加速变体，即最大分划广义 ＡＤＭＭ（ＭａｘｉｍａｌｌｙＳｐｌｉｔ
ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＡＤＭＭ，ＭＳＧＡＤＭＭ）．在建立收敛性之后，
将算法应用到单隐层前向网络的训练，提出 ＲＥＬＭ的
ＭＳＧＡＤＭＭ．通过基准现实数据集上实验及与现有算
法的比较，验证算法的快速收敛性，低计算复杂度和高

度并行性．

２　正则化最小二乘拟合问题的ＭＳＧＡＤＭＭ

　　针对凸模型拟合问题［１２］

ｍｉｎ
ｘ
ｆ（Ａｘ－ｂ）＋ｒ（ｘ） （１）

其中Ａ
!

［ａ１，ａ２，…，ａＮ］"Ｒ
Ｍ
#

Ｎ是模型数据矩阵，ｂ
"

ＲＭ

是目标输出向量，ｘ
!

［ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ］
Ｔ
"

ＲＮ是模型系数向
量，ｆ（

$

）是凸损失函数，ｒ（ｘ）
!

ｒ１%ｘ１&'…'

ｒＮ%ｘＮ&是凸的可
分正则化函数，文献［１８］给出了ＭＳＡＤＭＭ：

ｘｋ＋１ｎ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｘｎ
ｒｎ（ｘｎ）＋

ρ
２‖ａｎｘｎ－ｚ

ｋ＋ｕｋ‖{ }２２ （２ａ）
ｙｋ＋１＝珚Ａｘｋ＋１ （２ｂ）

ｚｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ
ｆ（Ｎｚ－Ｎ珔ｂ）＋１２Ｎρ‖ｙ

ｋ＋１－ｚ＋ｕｋ‖{ }２２
（２ｃ）

ｕｋ＋１＝ｕｋ＋ｙｋ＋１－ｚｋ＋１ （２ｄ）
其中ρ(０是惩罚因子，珚Ａ!

Ｎ)

１Ａ，珔ｂ
!

Ｎ－１ｂ，ｚ为辅助向量，

ｕ为乘子向量，ｙ为模型输出，式（２ａ）中ｎ
!*

，
+

，…，Ｎ．
本文考虑的正则化最小二乘拟合问题

ｍｉｎ
ｘ

１
２‖Ａｘ－ｂ‖

２
２＋
１
２γ

２‖ｘ‖２
２ （３）

其中γ２(０为正则化因子，是问题（１）的一个特例，即

ｆ（Ａｘ－ｂ）＝１２‖Ａｘ－ｂ‖
２
２，ｒ（ｘ）＝

１
２γ

２‖ｘ‖２
２（４）

将式（４）对应的ｆ
%$&

及ｒｎ%ｘｎ&代入式（２），可得到问题（３）
的ＭＳＡＤＭＭ：

ｘｋ＋１ｎ ＝ｘｋｎ－Ｎ
－１珋ρ

－１珔γ２ｘｋｎ＋珔ａ
Ｔ
ｎ（珚Ａｘ

ｋ＋ｕｋ－ｚｋ）
ρ－１珔γ２＋‖珔ａｎ‖

２ （５ａ）

ｚｋ＋１＝（１＋珋ρ）－１［珔ｂ＋珋ρ（珚Ａｘｋ＋１＋ｕｋ）］ （５ｂ）
ｕｋ＋１＝ｕｋ＋珚Ａｘｋ＋１－ｚｋ＋１ （５ｃ）

其中，珔γ!Ｎ)

１γ，珋ρ!Ｎ)

１ρ，式（５ａ）中ｎ!*，+，…，Ｎ．
注意到式（５ａ）对ｘｋ的更新可写成

ｘｋ＋１ｎ ＝ｘｋｎ＋Ｎ
－１ｑｋｎ （６ａ）

ｑｋｎ＝－
珋ρ－１珔γ２ｘｋｎ＋珔ａ

Ｔ
ｎ（珚Ａｘ

ｋ＋ｕｋ－ｚｋ）
ρ－１珔γ２＋‖珔ａｎ‖

２ （６ｂ）

与无约束优化迭代算法的一般框架类比，ｑｋ
!

［ｑｋ１，
ｑｋ２，…，ｑ

ｋ
Ｎ］
Ｔ相当于一个搜索方向，Ｎ)

１则相当于一个搜

索步长，而增大搜索步长有可能加速算法收敛．受此启
发，让 ＭＳＡＤＭＭ式（５）中 ｘ更新的步长因子可调，即
用可调步长因子 珔α代替固定步长 Ｎ－１．当 珔α(

Ｎ－１时，有
望得到比 珔α!Ｎ－１时更快的收敛速度．用 珔α代替式（５ａ）
中的Ｎ－１后，ＭＳＡＤＭＭ式（５）变成：

ｘｋ＋１ｎ ＝ｘｋｎ－珔α
珋ρ－１珔γ２ｘｋｎ＋珔ａ

Ｔ
ｎ（珚Ａｘ

ｋ＋ｕｋ－ｚｋ）
ρ－１珔γ２＋‖珔ａｎ‖

２ （７ａ）

ｚｋ＋１＝（１＋珋ρ）－１［珔ｂ＋珋ρ（珚Ａｘｋ＋１＋ｕｋ）］ （７ｂ）
ｕｋ＋１＝ｕｋ＋珚Ａｘｋ＋１－ｚｋ＋１ （７ｃ）

其中式（７ａ）中ｎ
!*

，
+

，…，Ｎ．
称算法式（７）为正则化最小二乘问题（３）的 ＭＳ

ＧＡＤＭＭ，它是ＭＳＡＤＭＭ式（５）的一个加速变体．从形
式上看，这里的加速方法与文献［１８］的松弛技术类似，
都是让ｘ更新的步长因子可调．但文献［１８］是从放大
ａｎｘｎ－ｚｎ!０的约束残差（即对约束 ａｎｘｎ－ｚｎ!０进行松
弛）出发得到最终算法，正则项为０时算法的导出是正
确的．但当正则项不为０时，由这种松弛技术难以导出
简单实用的 ＡＤＭＭ加速变体．本文直接从增大 ｘ更新
步长因子的思想出发，得到的ＭＳＧＡＤＭＭ，既适合有正
则项也适合无正则项的最小二乘拟合问题．

对于ＭＳＧＡＤＭＭ式（７）的合理性，有如下定理．
定理１　对给定的参数 珔α和 珋ρ，如果ＭＳＧＡＤＭＭ式

（７）在ｌｉｍｋ
,-

ｘｋ
!

ｘ- 意义下收敛，则ｘ- 一定是正则化最
小二乘拟合问题（３）的解，即

ｘ- ＝（ＡＴＡ＋γ２ＩＮ）
－１ＡＴｂ （８）

其中ＩＮ表示Ｎ阶单位矩阵．

６２６
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由定理１知，只要 珔α和 珋ρ选择得当，ＭＳＧＡＤＭＭ式
（７）收敛后得到的ｘ-，与问题（３）基于矩阵逆的解析解
是相同的．但算法是否收敛及算法的收敛速度，依赖于
参数 珔α和 珋ρ的取值．

将ＭＳＧＡＤＭＭ写成以下线性系统形式：
珔ｘｋ＋１－珔ｘ-

珔ｕｋ＋１－珔ｕ[ ]-

＝Ｑ
珔ｘｋ－珔ｘ-

珔ｕｋ－珔ｕ[ ]-

（９）

其中 珔ｘｋ＝Ｄ－１ｘｋ，珔ｕｋ＝Ｄ珚ＡＴｕｋ （１０ａ）
Ｄ＝ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄＮ｝ （１０ｂ）

ｄｎ＝ ［Ｎ－１珋ρ－１珔γ２＋‖珔ａｎ‖
２］槡

－１＞０ （１０ｃ）

Ｑ＝
Ｂ －珔α（１－珋ρ）ＩＮ

ＧＢ／（１＋珋ρ） ［ＩＮ－珔α（１－珋ρ）Ｇ］／（１＋珋ρ[ ]）
（１０ｄ）

Ｂ＝ＩＮ－珔α（珋ρ
－１珔γ２Ｄ２＋Ｇ），Ｇ＝Ｄ珚ＡＴ珚ＡＤ （１０ｅ）

根据线性系统理论［２１］，可以得到定理２
定理２　ＭＳＧＡＤＭＭ式（７）在“ｌｉｍｋ

,-

ｘｋ
!

ｘ-”意义
下收敛的充要条件是，矩阵Ｑ的特征值均在单位圆内．

３　基于ＭＳＧＡＤＭＭ的ＲＥＬＭ

３１　ＲＥＬＭ
对于一个Ｌ类分类问题，假设训练样本集为｛（ｖｍ，

ｔｍ），ｍ!

１，２，…，Ｍ｝，其中 ｖｍ!［ｖｍ１，ｖｍ２，…，ｖｍＰ］
Ｔ是 Ｐ维

样本输入，ｔｍ!［ｔｍ１，ｔｍ２，…，ｔｍＬ］是 Ｌ维目标输出．ＳＬＦＮ
有Ｎ个隐节点，隐节点的激活函数均为ｇ（

$

）．样本输入
为ｖｍ时，ＳＬＦＮ的模型输出ｏｍ!［ｏｍ１，ｏｍ２，…，ｏｍＬ］为

ｏｍ＝ｇ（ｖ
Ｔ
ｍＷ＋ｓ）Θ，　ｍ＝１，２，…，Ｍ （１１）

其中Ｗ
!

［ｗ１，ｗ２，…，ｗＮ］"Ｒ
Ｐ
#

Ｎ是隐节点的输出权矩

阵，Θ!

［θ１，θ２，…，θＬ］"Ｒ
Ｎ
#

Ｌ是输出节点与隐节点的连

接权矩阵，ｓ
!

［ｓ１，ｓ２，…，ｓＮ］"Ｒ
１
#

Ｎ是隐节点的偏置向量，

ｇ（ｖＴｍＷ＋ｓ）＝［ｇ（ｖ
Ｔ
ｍｗ１＋ｓ１），…，ｇ（ｖ

Ｔ
ｍｗＮ＋ｓＮ）］

（１２）
是第ｍ个样本输入激发的隐节点输出．ＥＬＭ中，隐节点
的输入权Ｗ和偏置 ｓ是随机产生后确定不变的，输出
权Θ是最小化模型输出 Ｏ!

ＨΘ与目标输出 Ｔ之间的
误差平方和得到的，其中 Ｈ为 ＳＬＦＮ的隐层输出矩阵，
表示如下

Ｈ＝［ｇＴ（ｖＴ１Ｗ＋ｓ），…，ｇ
Ｔ（ｖＴＭＷ＋ｓ）］

Ｔ （１３ａ）
Ｔ＝［ｔＴ１，ｔ

Ｔ
２，…，ｔ

Ｔ
Ｍ］

Ｔ （１３ｂ）
为了增强所训练神经网络的泛化性能，ＲＥＬＭ［２］在

最小化训练误差平方和的同时，也最小化输出节点权

系数的平方和．即

ｍｉｎ
Θ

１
２‖ＨΘ－Ｔ‖

２
Ｆ＋
１
２γ

２‖Θ‖２
Ｆ （１４）

其中γ２(０是正则化参数，‖ $‖Ｆ表示矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ
范数．解析求出问题（１４）的解，为

Θ ＝
（ＨＴＨ＋γ２ＩＮ）

－１ＨＴＴ， Ｍ≥Ｎ

ＨＴ（ＨＨＴ＋γ２ＩＭ）
－１Ｔ， Ｍ＜{ Ｎ

（１５）

当Ｍ和Ｎ很大时，基于矩阵逆的方法计算量很大．
本文应用前述具有高度并行结构的 ＭＳＧＡＤＭＭ，来并
行求解ＲＥＬＭ问题（１４）．
３２　ＲＥＬＭ的ＭＳＧＡＤＭＭ

把目标输出Ｔ按类分划，即Ｔ
!

［珋ｔ１，珋ｔ２，…，珋ｔＬ］，其中
珋ｔ１!［ｔ１ｌ，ｔ２ｌ，…，ｔＭｌ］

Ｔ
"

ＲＭ为Ｔ的第ｌ列．注意到

‖ＨΘ－Ｔ‖２
Ｆ ＝∑

Ｌ

ｌ＝１
‖Ｈθｌ－珋ｔｌ‖

２
２ （１６ａ）

‖Θ‖２
Ｆ ＝∑

Ｌ

ｌ＝１
‖θｌ‖

２
２ （１６ｂ）

以矩阵Θ为优化变量的正则化最小二乘问题（１４），等
价于ｌ个以权向量θｌ为优化变量的问题：

ｍｉｎ
ｘ

１
２‖Ｈθｌ－

珋ｔｌ‖
２
２＋
１
２γ

２‖θｌ‖
２
２，　ｌ＝１，２，…，Ｌ

（１７）
对于每个ｌ，问题（１７）就是问题（３）．基于此及算法

式（７），在得到隐层输出 Ｈ后，输出层权矩阵优化的
ＭＳＧＡＤＭＭ如下．即分别对ｌ

!

１，２，…，Ｌ，执行迭代：

θｋ＋１ｎｌ ＝θ
ｋ
ｎｌ－珔α

珋ρ－１珔γ２θｋｎｌ＋珔ｈ
Ｔ
ｎυ
ｋ
ｌ

Ｎ－１珋ρ－１珔γ２＋‖珔ｈｎ‖
２，　ｎ＝１，２，…，Ｎ

（１８ａ）
ｙｋ＋１ｍｌ ＝ｍ珔ｈθ

ｋ＋１
ｌ ，　ｍ＝１，２，…，Ｍ （１８ｂ）

ｚｋ＋１ｍｌ ＝
１
１＋珋ρ

珋ｔｍｌ＋
珋ρ
１＋珋ρ

［ｙｋ＋１ｍｌ ＋ｕ
ｋ
ｍｌ］，　ｍ＝１，２，…，Ｍ

（１８ｃ）
υｋ＋１ｍｌ ＝ｙ

ｋ＋１
ｍｌ －ｚ

ｋ＋１
ｍｌ，ｕ

ｋ＋１
ｍｌ ＝ｕ

ｋ
ｍｌ＋υ

ｋ＋１
ｍｌ，　ｍ＝１，２，…，Ｍ

（１８ｄ）
υｋ＋１ｍｌ ＝υ

ｋ＋１
ｍｌ ＋ｕ

ｋ＋１
ｍｌ，　ｍ＝１，２，…，Ｍ （１８ｅ）

其中θｋｌ!［θ
ｋ
１ｌ，θ

ｋ
２ｌ，…，θ

ｋ
Ｎｌ］

Ｔ，ｙｋｌ!［ｙ
ｋ
１ｌ，ｙ

ｋ
２ｌ，…，ｙ

ｋ
Ｍｌ］

Ｔ，ｚｋｌ!［ｚ
ｋ
１ｌ，

ｚｋ２ｌ，…，ｚ
ｋ
Ｍｌ］

Ｔ，ｕｋｌ!［ｕ
ｋ
１ｌ，ｕ

ｋ
２ｌ，…，ｕ

ｋ
Ｍｌ］

Ｔ，
.

ｋ
ｌ!［.

ｋ
１ｌ，.

ｋ
２ｌ，…，

.

ｋ
Ｍｌ］

Ｔ，ｍ珔ｈ及珔ｈｎ是 珚Ｈ!

Ｎ)

１Ｈ的第ｍ行和第ｎ列．
注意到，ＲＥＬＭ的ＭＳＧＡＤＭＭ算法式（１８），对每个

ｌ
!

１，２，…，Ｌ是完全独立的，因此对 ｌ的循环是完全可
并行执行的．算法每个迭代步对向量 θｋｌ，ｙ

ｋ
ｌ，ｚ

ｋ
ｌ，ｕ

ｋ
ｌ的更

新，也是按其标量分量独立进行的，其每个迭代步的所

有标量更新，即（１８ａ）对ｎ的循环以及（１８ｂ）～（１８ｅ）对
ｍ的循环，都是可并行执行的．但由于（１８ｂ）计算ｙｋ＋１ｍｌ要
用到（１８ａ）中算出的θｋ＋１ｌ 的所有分量，（１８ａ）计算θ

ｋ＋１
ｎｌ 要

用到υｋｌ的所有分量，所以对每个 ｌ，不能把式（１８）整个
迭代过程分解成完全独立的子过程．

然而，由于在（１８ａ）～（１８ｅ）的每个迭代，对变量的
更新都是标量化的，有很好的并行性，易在 ＭＡＴＬＡＢ环
境下用ＧＰＵ并行实现．并行实现后，ＭＳＧＡＤＭＭ的运
算效率将大幅提高，有助于解决大数据环境下正则化

７２６
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ＥＬＭ的计算瓶颈．
３３　算法的计算复杂度

将迭代过程中不发生变化的量事先算出，比如 ｄｎ!
［ρ)１珔γ２'‖珔ｈｎ‖

２］)

１
/

２，珚ｎ!珔αｄ
２
ｎ
珔ｈｎ，ｙｎ!（１－珔α珋ρ

)

１珔γ２ｄ２ｎ），其中
ρ)１!Ｎ)

１珋ρ)１，并令0ｍｌ!
珋ｔｍｌ/（１/珋ρ），β!珋ρ/（１'珋ρ）．容易分析

出，ＲＥＬＭ的ＭＳＧＡＤＭＭ算法，每个由迭代步（１８ａ）到
迭代步（１８ｅ）的循环需 Ｌ

%

２ＭＮ＋Ｍ＋Ｎ）个浮点乘法运
算和Ｌ

%

２ＭＮ＋４Ｍ
&

个浮点加法运算．如果能够完全并行
执行每个迭代步的所有标量更新，则每个循环需 Ｍ＋Ｎ
＋２个浮点乘法运算和 Ｍ＋Ｎ＋４个浮点加法运算，略
小于文献［１８］的ＭＳＲＡＤＭＭ．

４　仿真实验及结果分析
　　本节在 ５个基准现实数据集上，对 ＲＥＬＭ的 ＭＳ
ＧＡＤＭＭ进行仿真，并与本文的ＭＳＡＤＭＭ及文献［１８］
的ＭＳＲＡＤＭＭ进行性能对比．仿真中实现算法的软件
平台为Ｍａｔｌａｂ２０１７，硬件平台是 ＣＰＵ为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ
（ＴＭ）ｉ７８７００Ｋ＠３７ＧＨｚ，内存为６４ＧＢ的台式计算机．
５个数据集分别是，Ｇｉｓｅｔｔｅ数据集①（２类，６０００个训练
样本，１０００个测试样本），２０Ｎｅｗｓｇｒｏｕｐ数据集（２０类，
１１３０７个训练样本，７５３９个测试样本），ＵＳＰＳ数据集②

（１０类，７２９１个训练样本，２００７个测试样本），ＮＯＲＢ数
据集③（５类，２４３００个训练样本，２４３００个测试样本）和
ＭＮＩＳＴ数据集④（１０类，３５０００个训练样本，３５０００个测
试样本）．
４１　收敛性能比较实验

首先在 ＵＳＰＳ和２０Ｎｅｗｓｇｒｏｕｐ两个数据集上，分别
用ＭＳＲＡＤＭＭ，ＭＳＡＤＭＭ以及ＭＳＧＡＤＭＭ进行实验．
由于本文重点关注的是算法的并行性能和收敛速度，

实验中没有对模型参数进行细致优化．本节取 Ｎ
!

１００００，隐节点激活函数为 Ｓｉｇｍｏｉｄ函数，正则化参数 γ２

!

１０３．算法的参数取值如表１示，其中ＭＳＲＡＤＭＭ的参
数值是根据文献［１８］的方法计算得到的最优值，另两
个算法则是以ＭＳＲＡＤＭＭ参数值作为初值，在其附近
多次试验调整得到的最好参数．

图１、图２是算法训练过程中，目标函数值 ｆ（Θ）与
最优值ｆ（Θ）之间的相对偏差Ｄｒ（ｋ）的收敛曲线，其中

ｆ（Θ）＝１２‖ＨΘ－Ｔ‖
２
Ｆ＋
１
２γ

２‖Θ‖２
Ｆ （１９）

Ｄｒ（ｋ）＝ ｆ（Θ
ｋ）／ｆ（Θ）－１ （２０）

表１　三种算法的参数取值

数据集
ＭＳＡＤＭＭ ＭＳＧＡＤＭＭ ＭＳＲＡＤＭＭ

珋ρ 珋ρ 珔α ρ^ α^

ＵＳＰＳ ０００３８ ０００６０ ２４０×１０－４ ００１２３ ３１０９×１０)４

２０Ｎｅｗｓｇｒｏｕｐ ０００４３ ０００６０ ２３０×１０－４ ００１０６２８５４２×１０－４

　　由图１、图２可以清晰地看出，在２个数据集上，３
种算法都是线性收敛的．ＭＳＧＡＤＭＭ的收敛比率比
ＭＳＡＤＭＭ小（曲线斜率的绝对值更大），表明本文的加
速技术，即在 ＭＳＡＤＭＭ中让其 ｘ更新的步长因子可
调，起到了很好的加速作用．与文献［１８］的 ＭＳＲＡＤＭＭ
相比，也有更快的收敛速率，可在更少的迭代次数内获

得相同的目标函数相对偏差．

４２　ＧＰＵ并行加速实验
用型号为 ＮＶＩＤＩＡＧｅＦｏｒｃｅＲＴＸ２０８０Ｔｉ的 ＧＰＵ，在

ＭＡＴＬＡＢ环境中用 ｇｐｕＡｒｒａｙ，对 ＭＳＧＡＤＭＭ及 ＭＳ
ＲＡＤＭＭ进行并行实现，在所有５个数据集上用ＧＰＵ进
行并行加速实验．实验中，正则化参数γ２!１０３；对Ｇｉｓｅｔｔｅ
及ＵＳＰＳ两个数据集令 Ｎ

!

２００００，其它数据集令 Ｎ
!

３００００算法的终止条件‖Θｋ＋１－Θｋ‖Ｆ1ε‖Θ
ｋ‖Ｆ，其

中ε!１０－４为容许相对误差．表２列出了两种 ＡＤＭＭ算
法及基于矩阵逆（用 ＭＡＴＬＡＢ中的左除运算符“＼”实
现）的方法的迭代次数，无 ＧＰＵ时的计算时间，有 ＧＰＵ
时的计算时间，ＧＰＵ加速比及测试集分类正确率等．

８２６

①

②

③

④

来自 ＡＳＵ特性选择数据集（ｈｔｔｐ：／／ｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ．ａｓｕ．ｅｄｕ／ｄａｔａｓｅｔｓ．
ｐｈｐ）

来自ＵＣＩ机器学习资源库（ｈｔｔｐ：／／ａｒｃｈｉｖｅ．ｉｃｓ．ｕｃｉ．ｅｄｕ／ｍｌ／ｉｎｄｅｘ．ｐｈｐ）
来自ｈｔｔｐｓ：／／ｃｓ．ｎｙｕ．ｅｄｕ／～ｙｌｃｌａｂ／ｄａｔａ／ｎｏｒｂｖ１０／
来自ｈｔｔｐ：／／ｙａｎｎ．ｌｅｃｕｎ．ｃｏｍ／ｅｘｄｂ／ｍｎｉｓｔ／
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表２　基于不同算法的ＲＥＬＭ训练结果

数据集 算法 迭代次数 计算时间（无ＧＰＵ） 计算时间（有ＧＰＵ） ＧＰＵ加速比 测试分类正确率

Ｇｉｓｅｔｔｅ

逆矩阵方法 － ３４８４６ｓ ０３１５７ｓ １１０３８ ９７８０００

ＭＳＲＡＤＭＭ １１２６ １３３４９ｓ １４７０２ｓ ９０７９７ ９７８０００

ＭＳＧＡＤＭＭ ６９３ ８１５９０ｓ ０２０１６ｓ ４０４７１ ９７８０００

ＵＳＰＳ

逆矩阵方法 － ５２３４９ｓ ０４６６３ｓ １１２２６ ９４６６８７

ＭＳＲＡＤＭＭ １１２３ １９３９２ｓ ２５１８７ｓ ７６９９２ ９４６６８８

ＭＳＧＡＤＭＭ ７６６ １３３８２ｓ ０６５８０ｓ ２０３３７ ９４６６８７

２０Ｎｅｗｓｇｒｏｕｐ

逆矩阵方法 － １８６５５ｓ ２１５８６ｓ ８６４２２ ８９５４７７

ＭＳＲＡＤＭＭ １４６８ ５６８１３ｓ ８６０９４ｓ ６５９９０ ８９５３４４

ＭＳＧＡＤＭＭ １０００ ３８４４９ｓ ４４０７３ｓ ８７２３９ ８９５６０９

ＮＯＲＢ

逆矩阵方法 － ９４３２９ｓ １２３５５ｓ ７６３４９ ９１６７９０

ＭＳＲＡＤＭＭ １９４５ １４２９９ｓ １７９５７ｓ ７９６２９ ９１６７９０

ＭＳＧＡＤＭＭ １３５６ １００７６ｓ １０１５６ｓ ９９２１２ ９１６２５５

ＭＮＩＳＴ

逆矩阵方法 － １６４７６ｓ Ｆａｉｌｕｒｅ ＮＡ ９７８６８６

ＭＳＲＡＤＭＭ ２８１２ ３６５１３ｓ ８５６５６ｓ ４２６２８ ９７８７１４

ＭＳＧＡＤＭＭ １５９０ ２０６８１ｓ ４２３８３ｓ ４８７９６ ９７８７１４

超出ＧＰＵ的专用内存空间，运行失败

　　三种算法的测试集分类正确率几乎相等，表示在
给定的容许误差下达到了相同的测试性能．可以看到，
与ＭＳＲＡＤＭＭ相比，ＭＳＧＡＤＭＭ的迭代次数少，计算
时间短．没有ＧＰＵ并行加速时，２种ＡＤＭＭ算法都比基
于矩阵逆的方法计算时间长．都采用ＧＰＵ并行加速后，
ＭＳＧＡＤＭＭ与基于矩阵逆的方法计算时间相当，在 Ｇｉ
ｓｅｔｔｅ和ＮＯＲＢ数据集上，ＭＳＧＡＤＭＭ的计算时间比基
于矩阵逆的方法短．在ＧＰＵ下３种算法都能得到加速，
２种ＡＤＭＭ算法的加速比都比矩阵逆的方法大很多，
ＭＳＧＡＤＭＭ的加速比又比 ＭＳＲＡＤＭＭ 大．即 ＭＳ
ＧＡＤＭＭ有更好的并行性．

５　结论与未来工作
　　提出的ＭＳＡＤＭＭ，将优化问题按优化变量分解为
标量优化问题，得到的标量化算法具有高度并行的算

法结构．提出的 ＭＳＧＡＤＭＭ通过增大 ｘ更新步长因
子，提高了算法的收敛速度．应用于 ＲＥＬＭ，实验表明
ＭＳＧＡＤＭＭ比文献［１８］的 ＭＳＲＡＤＭＭ收敛快．ＧＰＵ
加速实验获得的大加速比，表明基于 ＭＳＧＡＤＭＭ的
ＲＥＬＭ，比基于 ＭＳＲＡＤＭＭ的 ＲＥＬＭ具有更好的并行
性能．

算法的参数选择，非二次型学习的 ＭＳＧＡＤＭＭ及
内存受限时的高效算法，是我们未来的工作方向．
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